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1 Geometrie

1.1 Referenzkonfiguration

Bild 1: Geometrie des Stabes in der Referenzkonfiguration C

Die materiellen Punkte des Stabes werden durch ihre Koordinaten in der Referenzkonfiguration
C identifiziert. Die Koordinaten der Knoten des Stabwerks werden in einem globalen Koordi-
natensystem mit Ursprung U und kartesischer Basis iy, iy, i3 spezifiziert. Fiir die Spezifikation
der Koordinaten der materiellen Punkte eines Stabes wird ein Stabkoordinatensystem mit der
kartesischen Basis ey, e,, e5 eingefiihrt, dessen Ursprung V' am Anfang der Stabachse liegt. Die
globalen Koordinaten werden mit z1, xo, x3 bezeichnet, die Stabkoordinaten mit yy, yo, ys.

1.1.1 Globale Koordinaten

Die globalen Koordinaten eines materiellen Punktes () des Stabes seien x1¢, 720, ¥3¢. Der glo-
bale Ortsvektor x(g) von () ist damit definiert als Linearkombination der Basis I :

X@Q = 1011 + T2giz + T30l3 = Ix(q
Tog| = 719 |0 + @20 |1]| 230 |0 = (0 1 O Lo
T30 0 0 1 0 01 T3Q



1.1.2 Stabkoordinaten

Die Stabkoordinaten eines materiellen Punktes () seien y1, y2, y3. Der Ortsvektor yq von () ist
damit definiert als eine Linearkombination von Einheitsvektoren b;(i = 1,2, 3) des lokalen Ko-
ordinatensystem {0; by, by, by} des Stabes :

Y@ = Y1b1+y20ba +ysobs = Byp = Iyqg
e 1 0 0 10 0] [yo
vo| = %10 |0 +y20 |1]| +uyso |0 = [0 1 O - |y0 (2)

1.1.3 Koordinatentransformation

Der Ortsvektor des Ursprungs V' des Stabkoordinatensystems im globalen Koordinatensystem
sei x(y). Seine globalen Koordinaten werden mit z;y bezeichnet :

Xy = Tivip + Toyip + x3vi3 (3)

Die Koordinaten der Stabbasisvektoren ey, e;, e3 werden im globalen Koordinatensystem spezi-
fiziert :

e, = eipl + el + 3,3 n=123

€1n 1 0 0 (4)
€on = €in 0] + €an 1 + €3n 0

€3n 0 0 1

Der Ortsvektor x(g) des Punktes () ist die Summe des Ortsvektors Xy des Stabursprungs und
der Koordinaten y;pe; des Stabortsvektors im globalen Koordinatensystem :

X@ = Xy +tyger + Y2qe2 T Ysqes
= xy +Ey(q
(5)
T1Q T1v €11 €12 €13 Y1Q
Tog| = |Tav| + |€21 €22 €23| - [Y20
T3Q T3y €31 €32 €33 Y3Q

Die Basisvektoren bestimmen sich aus den Ableitungen der Ortsvektoren :

1. Basisvektoren i, des globalen Koordinatensystems {0; 13, is, i3}, beschrieben in globalen
Koordinaten x1, x5, x3 :

x(q)
oz,

i, (n = 1,2,3) (6)




2. Basisvektoren e,, des lokalen Koordinatensystems {V; e;, 5, €3}, beschrieben in globalen
Koordinaten x4, o, x3 :

Ix(q)
Oyn

= e, (n =1,2,3) (7)

3. Basisvektoren b,, des lokalen Koordinatensystems {0; by, by, b3}, beschrieben in lokalen
Koordinaten v, yo, y3 :

Iy Q)

OYn

1.1.4 Stabform

Es wird vorausgesetzt, daf} die Stabachse gerade und der Stab prismatisch ist. Die Stabkoordina-
ten eines Punktes P auf der Stabachse werden mit (v, 0, 0) bezeichnet. Die Vektoren e, und e
der Stabbasis unterspannen am Punkt P eine Ebene mit der Flaichennormalen e;. Der Ortsvektor
eines beliebigen Punktes () dieser Ebene im Stabkoordinatensystem ist :

Y@ = Y@t Y0e:2t+ ysges )

Der Stab besitzt einen rechteckigen Querschnitt, wenn die Koordinaten y, und y3 in folgenden
Bereichen liegen :

—b< 1y <D

(10)
—h<yq<h



1.2 Momentankonfiguration

Bild 2: Verschiebungszustand des Stabes

1.2.1 Verschiebungszustand

Der Stab wird durch externe Einwirkungen aus der Referenzkonfiguration C' in die Momentan-
konfiguration C' verschoben. Die neue Lage der materiellen Punkte () sei Q Die Koordinaten
des Verschiebungsvektors von () konnen wahlweise in der globalen Basis I oder in der Stabbasis
E angegeben werden :

1. globale Basis in globalen Koordinaten, globale Verschiebungskoordinaten

ulQil + UQQiQ + U3Q13 =1 uQ) (11)

2. lokale Basis in lokalen Koordinaten, lokale Verschiebungskoordinaten

Ulle + U2Qb2 —+ U3Qb3 = B V(Q) (12)

3. lokale Basis in globalen Koordinaten, lokale Verschiebungskoordinaten

v1g€e1 + Vo€ + V3zgesz = E v(Q) (13)



Die Koordinaten des Verschiebungsvektors werden im allgemeinen als Funktion der Stabkoordi-
naten angegeben :

wio(y1,vy2,ys3) globale Koordinaten des Verschiebungsvektors
vio(y1,y2,ys3) Stabkoordinaten des Verschiebungsvektors

Die Transformationsregel fiir die Verschiebung folgt aus der Bedingung, daf} die Vektoren (11)
und (13) im globalen System gleich sind :

ug = Evg (14)

1.2.2 Lokale Basis am Punkt Q

Der Ortsvektor y ) des Punktes Q in der Momentankonfiguration C'im Stabkoordinatensystem
{V'; e1, ey, e3} ist die Vektorsumme seines Ortsvektors ¥ (@) in der Referenzkonfiguration C' und
dem Verschiebungsvektor v(g) :

Yo = Y@ TV (15)
Die lokalen Basisvektoren c¢; am Punkt Q werden durch Ableitung des Ortsvektors nach den
lokalen Koordinaten bestimmt :
I ()
c, = ——
yi

Die Stabkoordinaten der lokalen Basisvektoren c; folgen aus (16) durch Substitution der Koor-
dinatenformen (2) fiir y () und (12) fiir v(¢ :

i = 1,2,3 (16)

0
e — Mo o
OYn OYn
ov ov ov a7
= b+ —2b; + —2b, + —Lp, n =123
OYn oY, Yn

Die vom Verschiebungszustand abhingige Basis C variiert von Punkt zu Punkt im Stab. Das
lokale Koordinatensystem (zy, 2o, z3) ist daher krummlinig. Die Vektoren c,, sind im allgemeinen
nicht orthogonal. Aus (17) folgt der Verschiebungszustand V in der Stabbasis :

C =B+V =1+YV (18)

v du Jur
Oy Oy2 Oy

_ Qug  Ovgy  Ouy
vV = Oy1  Oy2  Oys (19)

Quz  OJuvz  Ouz
Oy1  Oy2  Oys

\% Verschiebungsgradient
C Deformationsgradient

Die Beziehung (19) enthilt keine Annahmen beziiglich der Groe der Verschiebungen.



2 Verschiebungsansatz fiir Stibe

2.1 Hypothesen von Bernoulli
Der Verschiebungsansatz fiir Stiibe beruht auf folgenden Hypothesen von Bernoulli :
1. Alle Punkte eines Stabquerschnitts besitzen denselben Drehvektor.

2. Die Flichennormale des Querschnitts in der Referenzkonfiguration C' ist nach der Deh-
nung normal zum Querschnitt in der Momentankonfiguration C'.

Aus den Hypothesen von Bernoulli folgt :

1. (a) Der ebene Stabquerschnitt der Referenzkonfiguration bleibt in der Momentankonfi-
guration eben.

(b) Abstinde im Querschnitt bleiben bei der Verschiebung aus der Referenzkonfiguration
in die Momentankonfiguration konstant. Der Querschnitt behilt seine Form und seine
Abmessungen.

2. Die Tangente der Stabachse der Momentankonfiguration am Achspunkt P eines Quer-
schnitts ist parallel zur Flichennormale dieses Querschnitts.

2.2 Drehmatrix

Aufeinanderfolgende Drehungen um feste Achsen sind nicht kommutativ. Sie eignen sich daher
nicht zur Beschreibung der Drehung fiir einen Stabquerschnitt. Stattdessen wird eine Drehmatrix
fiir die Drehung eines gegebenen Punktes P um eine gegebene Gerade durch den Winkel 6 auf-
gestellt. Die Gerade heiBt Drehachse. Thre Einheitstangente wird mit a := (aq, as, a3) bezeichnet.

Fiir einen beliebigen Punkt U der Drehachse sei der Winkel von der Tangente a zum Vektor
p = lﬁ’ gleich ~y. Das Lot vom gegebenen Puntk P auf den Punkt A der Drehachse bestimmt
den Radius r := | PM|. Der Einheitsvektor in Richtung von P nach M wird mit e bezeichnet.

Der Punkt wird um die Achse a durch den Winkel § nach () gedreht. Gem@l der Definition der
Drehung eines Punktes um eine Achse sind die Abstiande | PM | und |Q M | gleich. Damit sind die
Dreiecke UM P und U M () kongruent. In der durch die Punkte P, M, () aufgespannten Ebene

wird das Lot von () auf den Punkt .S des Strahls J\ﬁ gefillt. Dann gilt :

QS| = rsinf
|MS| = rcost (20)
|PS| = r(1—cosb)



Bild 3: Drehung eines Punktes P um eine gegebene Gerade durch den Winkel

—
Der Einheitsvektor in Richtung von S nach () sei n. Da das Kreuzprodukt der Vektoren U M und
U? ein Vektor der Lidnge A r in Richtung n ist, folgt fiir n :

haxp = hrn
) (21)
n - axp
Der Einheitsvektor e ist das Kreuzprodukt der Vektoren a und n :
1
e = axn = ~ax(axp) (22)

Der gedrehte Vektor @ wird mit p bezeichnet und als Summe der Vektoren ﬁ, ﬁ , @ be-
stimmt :

o o

p+re(l—cosf)+rnsind

p+(1—cosf)ax (axp)+sinfaxp (23)

Zur Darstellung in Matrixform wird das Kreuzprodukt a x p durch das Produkt einer Matrix



A (a) mit dem Vektor p ersetzt :

axp = Ap
azps — azp2 0 —az a D1 24)
asgpr —aips| = | a3z 0  —ai| - |p2
a1p2 — az2p1 —a2 I 0 p3
Der Ausdruck (24) wird in (23) eingesetzt :
p = Rp
R = I+Asind+ A?(1— cosf) (25)
R Drehmatrix fiir Achse a
2.2.1 Kontrolle der Drehmatrix
Die Drehmatrix ist infolge ihrer Konstruktion orthonormal :
R' = R (26)
R'R =1 (27)

Im folgenden wird gezeigt, dall die Drehmatrix (25) die Gleichung (27) befriedigt. Dabei wird
die Eigenschaft AT = — A genutzt.

R = I+ Asind+ A%(1—cos)
RT = I-Asinf+ A?(1— cos0)

R™R = I+ Asinf+ A*(1 — cosb)
—A sinf — A% sin*0 — A3 sin6(1 — cos ) (28)
+A2(1 — cos0) + A3 sin (1 — cos ) + A (1 — cos 6)?

RTR = T+ A%(1—cosf)?+ A*(1 — cos0)?
= I+ A%(I+ A?)(1 — cosh)?

Die Matrix A in (24) wird in den Term I + A? substituiert :

0 —as (05}
as 0 —aq
—ao aq 0
(29)
- ) .
0 —as a9 —a; — ag a1as aias
as 0 - a1as —a% — a% aoas
—ay  aq 0 asaq asas —a% — a%

10



Mit der Beziehung a? + a3 + a3 = 1 fiir den Einheitsvektor a folgt :

a% a1a9 a1as
I+A% = |aas ai  asaz| = aal (30)

asa; as3a9 a%

Die Substitution von (30) in (28) fiihrt mita’a = 1 zu (27) :

R'R = I+ (1—cosf)?*(aa” —T)aa”
= I+ (1—cosf)?*(aa’ —aa”) (31)
=1
2.2.2 Quadratische Approximation der Drehmatrix
Die Drehmatrix wird mit einer quadratischen Funktion des Drehwinkels approximiert. Dazu wer-

den die trigonometrischen Funktionen durch Reihen ersetzt :

1 1
sinf = 60— =0+ =6 — ...

| |
ik o
cost) = 1—59 —1—19 ——

Die Approximation sin § = f# und cos § = 1 — %92 werden in (25) eingesetzt :

1
R = I+9A+§62A2 (33)

Der Richtungsvektor a der Drehachse wird durch den Drehvektor @ ersetzt :

9@1 91
0 = fa = 9@2 = 92 (34)
9@3 93

11



Die Approximation (33) der Drehmatrix erhélt mit (34) folgende Form :
R = I+D+1D?

[0 —0; 0,
D= |6 0 -6
—6, 6, 0
[—02 - 02 6,6, 6,05 (35)
D? = o0,  —02 — 607 0,0
050, 030,  —0% — 62
R = ry | I'y | I's

2.2.3 Drehverschiebung eines Punktes

Die Verschiebung vy eines Punktes infolge einer Drehung durch den Winkel § um eine Achse a
folgt aus der Beziehung (25) zwischen seinen Ortsvektoren vor und nach der Drehung :

vp = p—-p = (R-I)p
vp = Typ
Ty = D+ 3;D?
102102 0,4 10,6, 6, + 16,06,
Ty = | 65+20.0, —162-162 —0, 4 16,0,
—0y + 20105 0, + 30,05 —167 — 103

(36)

2.3 Verschiebungsansatz

Gegeben sei ein Punkt () des Stabquerschnitts mit Achspunkt P in der Referenzkonfiguration.
Wegen der Bernoulli-Hypothese 2.1 ist die Verschiebung von () in seine Momentanlage Q die
Vektorsumme der Translation v p des Achspunktes und der Drehverschiebung vy von () fiir einen
Drehvektor 8 durch P :

v = vy + Toy

(5] (5} t11 ti2 t13 0
vo| = |vo| + [tar tog tog| - | W1 |i2 i3 | - |2 -
Us] U3 ] p l31 132 133 Y3 (37)

y1  Stabkoordinate des Achspunktes P
Y2,y3  Stabkoordinaten von Q im Querschnitt durch P

12



Die Koordinaten v; des Verschiebungsvektors vp und die Koordinaten ¢;,, der Drehverschie-
bungsmatrix Ty sind Funktionen der Achskoordinate y; sie sind unabhédngig von den Koordina-
ten y, und ys.

v;(y1)  Koordinaten der Achsverschiebung v p
tim(y1) Koordinaten der Drehverschiebungsmatrix Ty

Mit dem Ansatz (37) sind die Basisvektoren ¢, und c3 gleich den Richtungsvektoren rs und rj
in der Drehmatrix R in (35). Aus (17) und (36) folgt :

dyq  Ovg . dy . .
c;b = —+—— = L+R-I)=— = ix+r,—1i
2 B B 2+ ( ) B 2 2 — Iy (38)
Coy = TI9
8yQ aVQ . dy . .
cg = —+— = 3+ (R-I)=—/— = i3+r3—i
T Oy Oy R0, T (39)
C3 = T3
Der lokale Basisvektor c; ist nicht gleich ry :
dyg  Ovp dy . ovp
o = =24+ L R-1)=2 = i)+ =~ (40)
' oy Oy ( )3% ' Oy

Notation : In den folgenden Abschnitten werden bei der Auswertung von Produkten alle Terme
vernachldssigt, die kubisch oder hoher in den Drehkoordinaten 0; und den Verschiebungsablei-
tungen v; i, oder v; ., sind. Diese Vereinfachung der nachfolgenden Formulierungen wird durch
das Zeichen = angezeigt.

2.3.1 Zweite Bernoulli-Hypothese

Der Ansatz (37) befriedigt im allgemeinen nicht die 2. Bernoulli-Hypothese, da die Normale
des verschobenen Querschnitts nicht festgelegt ist. Die Koordinaten 65 und 65 der Drehmatrix
werden im folgenden so bestimmt, daf} der lokale Basisvektor c; in (15) parallel zum Richtungs-
vektor r; der Drehmatrix R in Gleichung (35) ist.

Die Vektoren c; und r; sind parallel, wenn r, und r3 orthogonal zu c; stehen, da die Matrix R
orthonormal ist. Diese Bedingungen liefern die beiden Gleichungen zur Bestimmung von 6, und
05 als Funktionen der Variablen 6;, v ; und v3 ;. Der lokale Basisvektor ¢, folgt aus (40) :

1 + V1,1
C = V2.1 (41)

V31

13



Die Bedingung ¢!, = 0 fiihrt zu folgender Gleichung :

(1+v11)(—05 + %9192) +wv91(1 — %(9% + 93)) + g1 (61 + %9293) = 0 (42)
%9192 — (1 + 0171)93 + V2,1 + ’037191 =0 (43)

Die Bedingung c¢!'r; = 0 fiihrt zu folgender Gleichung :

(14 v1,1) (02 + 20103) + va1 (=01 + 30505) +v31(1 — (67 +63)) = 0 (44)
(14 wv11)02+ %9193 +v31 — v210h =0 (45)

Die Gleichungen (39) und (40) werden in Matrix-Vektornotation dargestellt :

—19, 1+ 0 +0
{ 51 1 U1,1] ) [ 2} _ [ V2,1 1V31 ] (46)
1+ V1,1 591 03 —U3,1 + 01”2,1

In der Determinante der Koeffizientenmatrix von (46) werden quadratische und hohere Terme in
61 und v; ; im Vergleich zu 1 vernachlissigt :

1 1
(1 + U171)2 + (%61>2 1 + 21)171

I

= 1 — 2’01’1 (47)

Fiir die Koordinaten 5 und 63 der Drehmatrix folgt mit (46) :

0 = (1 —2v,0){(1+vi1)(—v31+ O1v21) — %91 (va,1 + b1v31)}
= (1 — 2@171)(% + U1,1)91’U271 — (1 — 22)171)(1 + V11 + %9%)11371
0y = %9102,1 - (1 - U1,1)U3,1 (48)

03 = (1—2v1){(1+vi1)(ves + O1vs1) + %91(—03,1 +601v91)}
= (1 — 21}1’1)(1 + V1,1 + %0%)@2,1 + (1 - 21}1’1)(% -+ U171)91U371
03 = %91113,1 + (I —v11)v21 (49)

14



2.3.2 Koeffizienten der Drehverschiebungsmatrix

Die Ausdriicke (48) und (49) fiir die Drehkoordinaten #, und #3 werden in die Gleichung (36)
eingesetzt. Die Koeffizienten ¢;,, der Drehverschiebungsmatrix Ty lassen sich damit wie folgt
bestimmen :

tin = _%(Qg + 93) = _%(Ug,l + U%,l) (50)

tor = O3+ %9192 = (1 —wvi1)ven + %(9103,1 — 01v31)

(

= (1 —wvi1)vaa (51)
ts1 = —Op+1010; = (1—vi1)vss+ 3(01va1 — Orva,)

= (I—wvi1)vsy (52)
tis = —03+ %6’102 = —(1—v11)ve1 — —(911)3 1+ 61v31)

= —(1—wv11)ve1 —b1v3; (53)
tp = —3(07+05) = —3(0f +v3,) (54)
tyg = 01410005 = 6 — lugivg, (55)
tis = Oa+30105 = —(1—wvi1)vgs + 5(6h1vaq + O1vas)

= —(1—wv11)v31 + b1v21 (56)
tos = —0+ %0203 = —f, — %U2’1U371 (57)
tsg = —5(0i+0;) = —3(00 +v3,) (58)

2.3.3 Ableitungen der Koeffizienten der Drehverschiebungsmatrix

Fiir die Bestimmung des Dehnungszustandes wird die Ableitung des Verschiebungsansatzes
(37) nach den Koordinaten y; bendtigt. Im folgenden sind die Ableitungen der Koeffizienten
der Drehverschiebungsmatrix zusammengestellt. Die Koeffizienten ¢;,, sind nur Funktionen der
Stabldngskoordinate ;.

t11,1 = —U21V211 — U31V3,11 (59)
la1n = (1 - 01,1)02,11 — V2,1V1,11 (60)
l311 = (1 - U1,1)U3,11 — U3,1V1,11 (61)
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t12,1
21

32,1

13,1
231

331

—(1 — w1 1)va11 + V210111 — 611031 — G1vs 1
—9191,1 — V210211
1
91,1 - §(U2,1U3,11 + U2,11’U3,1)
—(1 —wv11)v311 + V310111 + 011021 + G1v211

1
—91,1 - 5(712,1?13,11 + U2,11U3,1)

—919171 — U3,1V3,11

2.3.4 Ableitungen des Verschiebungsansatzes

(62)
(63)
(64)
(65)
(66)
(67)

Mit den Gleichungen aus (50) bis (58) und (59) bis (67) folgt die Ableitung des Verschiebungs-

ansatzes (37) :

V1,1(Q)
U2,1(Q)

U3,1(Q)

V1,2(Q)
V2,2(Q)

U3,2(Q)

U1,3(Q)
U2,3(Q)

U3,3(Q)

v1,1 + Yati21 + Ystiza
U1 + Yalao 1 + Y3laz 1

v3,1 + Yatz21 + Ystss,1

12
oo

l32

13
l23

133

(68)
(69)
(70)

(71)
(72)
(73)
(74)
(75)
(76)

Fiir die Bestimmung der Quadrate der Verschiebungsableitungen werden mit y5 oder y3 multi-
plizierte Terme vernachléssigt :
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U1,1(@)V1,2(Q)
U1,1(@)V1,3(Q)

U2,1(@)V2,2(Q)

U2,1(Q)V2,3(Q)
U3,1(Q)3,2(Q)

U3,1(Q)V3,3(Q)

= U%,l + 2yov11t12,1 + 2y3v1,1t13,1 + 2Y2y3t12,1T13,1
= U;l + 2y2v9 18921 + 2y3V2 1t231 + 2y2y3tan 1t231

= U§,1 + 2y2v3.1t321 + 2y3U311331 + 2y2Yy3ts21l33.1

= w11tz + Yoliatia,1 + yatiatiz
= w1tz + Yolizlizr + ystiztiz,
= Ug1lo + Yolooton 1 + Ystoatasz
= g1t23 + Yalaglon 1 + Y3tastaz 1
= w31t32 + Yolaalao 1 + Ystsalss

= w31t33 + Yalazlaa 1 + yst33ts3,1

2.3.5 Substitution der Drehverschiebungskoeffizienten

(77)
(78)
(79)

(80)
(81)
(82)
(83)

(84)
(85)

Die Koeffizienten (50) bis (58) der Drehverschiebungsmatrix und ihre Ableitungen (59) bis (67)

werden in die Ableitungen der Verschiebungskoordinaten (68) bis (85) eingesetzt :

VL@ =

U2,1Q) =

U31Q) =

V12(Q) =
V22(Q) =

U32(Q) =

V13Q) =
V23Q) =

U3,3(Q)

vi1 — Y((1 —vi1)venn — vaiv1 11 + 611051 + G1vs11)

— Y3 (1 - 01,1)?}3,11 — U3,1V1,11 — 91,1712,1 - 9102,11)

Vo1 — Y2(01611 + v21v211)

(

(

—ys3(011 + %(U2,1U3,11 + v311031))

vy — Yo(—b11 + %(02,103,11 + v311031))
(

— y3(61011 + v310311)

—(1 - U1,1)U2,1 - 91113,1
_%(9% + U%J)

1
0 — 5U2,1V31

—(1 —v11)vs1 + 01021
1
-0, — 5U2,1V31

_%(9% + U32,,1)
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U1,1(@)1,2(Q)
U1L,1(@)V1.3(Q)

V2,1(@)V2,2(Q)

U2,1(@)V2.3(Q)
U3,1(Q)V3,2(Q)

U3,1(Q)V3,3(Q)

2

Ui — 2y201,1712,11 - 2?J3711,1U3,11
2. =2 9

Va1 Ys3U2.1V11

2
v3 1+ 2y2u3161 1

—V1,1V2,1 + Y2U2,1V2,11 + Y3VU2,1VU3 11
—V1,1031 + Y2U3,1V2.11 + Y3V3,10U311

0

—vg101 + 301011
v3101 + y201011
0
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3 Dehnungszustand des Stabes

3.1 Dehnungstensor

Gegeben sei ein infinitesimales Quaderelement des Stabes in der Referenzkongfiguration C', des-
sen Kanten parallel zu den Stabachsen v, ¥, y3 sind. Die Kantenldngen des Quaders seien dy;.
Dann ist die Diagonale des Elementes im Stabkoordinatensystem der Vektor :

dy = |dy (104)

In der Momentankonfiguration C werden die materiellen Punkte der Elementdiagonalen weiter-
hin mit dy bezeichnet. Sie belegen jetzt den Vektor dy mit den Stabkoordinaten dy;. Aus der
Definition (16) der lokalen Basis folgt mit dem Verschiebungsgradienten V (19) :

dy = Cdy = (I+V)dy

di dy, (105)
dijo = ci|cy|cs |- |dys
d@g dy3
C
A
| C
dy ! A
e,dy, ‘ S c,dy, 'dy
e,dy, .
e, dy, c.dy,
c,dy,
VE!
Yo
Vi

Bild 4: Infinitesimales Quaderelement in den Konfigurationen C' und C

Die Anderung im Quadrat der Diagonalldnge bei der Verschiebung von der Referenzkongfigura-
tion C' in die Momentankonfiguration C' wird bestimmt :

dyt dy — dy'dy = dy' (1" + VI + V)dy — dy’ dy

106
= dy"(V+ VT +VIV)dy (106
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Der Dehnungstensor E,, wird in der iiblichen Form definiert :

E, = {(V+V'+V'V) (107)

1
Y 2

3.2 Dehnungstensorkoordinaten

Die Koordinaten des Dehnungstensors E, werden durch Substitution der Ableitungen (86) bis
(103) des Verschiebungsansatzes in der Definition (107) bestimmt. Die Tensorkoordinaten e
und e;3 werden durch die Ingenieurkoordinaten €5 = 2e15 und €;3 = 2e;3 ersetzt.

auQ = {vii+ %(Uil + U%,l + U%,l)}Q

1/,2 2 2
= U1+ 5(“1,1 +uy, + U3,1)
—yo{ (1 —v11)v211 — V210111 + 010311 + 011031 + V110211 — 31611} (108)

- ?/3{(1 - U1,1)Us,11 —U3,1V1,11 — 91112,11 - 91,1112,1 + v11V3,11 — U2,191,1}

1/,.2 2 2
€11(Q) = Vi1t 5(“1,1 + vy, + U3,1) — y2(va,11 — V211,11 + 0103 11)

- 93(U3,11 — V310111 — 91”2,11)

Fiir kleine Dehnungen v, ; der Stabachse werden die Terme vf, V9101 11 und v3 1v1 17 vernachlissigt.

€11(Q) = V11 + l(vi 1t U% 1) - y2(U2,11 + 911)3,11) - y3(U3,11 - 9102,11) (109)
2 bl 9
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€12(Q) = {v12 + V21 + V11012 + Va1V22 + V3 1U32} 0
= {(I4+wvig)vig+ (1 +v22)v21 +v31032}0

= {—(1 — U1,102,1 — 911)3,1}‘
{1+ vi1 — (1 —vi1)ven1 — va1v111 + G1vsa1 + 6011v31)
- y3((1 - U1,1)U3,11 — U31V1,11 — ‘91?12,11 - 91,1112,1)}
+{1— %(9% - v%,l} Avon — Y2 (01611 + v210211)
—ys3(011 + %(02,1113,11 + v310211)}
+ {01 — %U2,1U3,1} vz — yz(%(vz,lvan + v31v2,11) — 01,1)
—y3(61011 + v31v311) }

= v {1l — (1 —v11)(1+v11) —bhvs1 + b1vs1}
—yo{—(1— U1,1)20271U2711 + 601011 + vo 0911 — 6016011}

—y3{—(1 — vi1) 20311 + 011 + %(U2,1713,11 + v310211}

€12(Q) = —y3(611 + %(U3,1U2,11 — U210311))

€13(Q) = {V13+ Us1 + V11013 + V21023 + U31U33}0
= {(1+vi1)vis+ (1 +v33)v31 + v21023}0

= {—(1—wvi v31 + 01021}
{14+ vi1 —92((1 —vi1)ven1 — va1v111 + G1vs a1 + 011v31)
- y3((1 - 01,1)7)3,11 — U31V1,11 — ‘91?12,11 - 91,1112,1)}
+{1- %(9% - v§,1} A{vsq — yz(%((vz,ﬂ)&n +v31v211) — 011)
—y3(61011 + v31v311)}
+{—6, — %U2,1U3,1} Avon1 — y2(01611 + v210211)
- y3(%(1}2,1v3,11 +v31v211) +6011)}

= v31{l — (L —v11)(1 +v11) + O1vo1 + 1va1}
—y{—(1— U1,1)2U3,102,11 + %(02,1?13,11 +v310211 — 011}

—ys{—(1— 711,1)2U3,1U3,11 + 61011 + v3 0311 — 016011}

€13(Q) = y2(91,1 + %(03,102,11 - 02,103,11))
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Notation : Die Darstellung der Dehnungs- und Spannungskoordinaten wird im folgenden nach
Termen gegliedert, die sich auf die lokalen Koordinatenachsen v, ys, y3 beziehen. Die Zugehorig-

keit der einzelnen Terme ist jeweils durch die Indizes (1), (2), (3) angezeigt.

Der Dehnungszustand am Punkt () wird mit den Gleichungen (109), (111) und (113) beschrie-

ben.

€Q) = €u) T Y262) t Y3€@3)

€11(Q) €11(1) €11(2) €11(3)
€@ = |12 | = |€r2)| T Y2 [€122)| T Ys |€12(3)
€13(Q) €13(1) €13(2) €13(3)

[€11(1) (1,1 + %(Ug,l + U§,1)

€20 | = 0

| €13(1) | I 0

-611(2)_ [ —(vg11 + 61v311)

€12(2) | = 0

_613(2)_ _91,1 + %(03,1?12,11 - U2,1U3,11)
_611(3)_ [ 911)2,11 — U311

€12(3) = —(‘91,1 + %(U3,1U2,11 - U2,1U3,11))
_613(3)_ i 0

€11(1) linearer und nichtlinearer Dehnungsanteil aus Normaldehnung
€11(2) nichtlinearer Normaldehnungsbeitrag aus Biegung um
€113y nichtlinearer Normaldehnungsbeitrag aus Biegung um y3
€13(2) Schubdehnungsanteil in Richtung y5 aus Torsion (s. 3.3)
€12(3) Schubdehnungsanteil in Richtung y3 aus Torsion (s. 3.3)
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3.3 Drillung der Stabachse

Die Drillung der Stabachse setzt sich zusammen aus der Drillung infolge des Ansatzes fiir die
Drehung ¢, und der Drillung infolge der Ansétze fiir die Verschiebungskoordinaten v, und vs.
Die beiden Anteile werden gleichzeitig erfalft, indem die Drehung der lokalen Basisvektoren co
und c3 betrachtet wird. Da die Basisvektoren c, und c3 an jedem Punkt der Stabachse orthogonal
sind, kann wahlweise c, oder c3 zur Bestimmung der Drillung benutzt werden.

Der lokale Basisvektor co am Punkt y; der Stabachse folgt aus (36) bis (38) und (50) bis (58).
Bei Vernachlissigung des Faktors (1 — vy 1) gilt :
—U21 — 91113,1

¢, = |1—3(07+03,) (119)

1
0, — 5U2,1U31

Bild 5: Drillung der Stabachse

Der Winkel von der Stabachse e, zur lokalen Achse c, sei . Dann ist die Anderung dieses
Winkels von Punkt y; zum Punkt y; + dy; der Stabachse gleich « ;dy;. Der lokale Vektor am
Punkt y; + dy; ist ca + ¢4 1dy;. Der Vektor ¢y, wird durch Ableitung der Koordinaten in (119)
bestimmt :

—U2,11 — 91,1?13,1 - 91U3,11
Coy1 = —0101,1 + v21v211 (120)

1
011 — 5(02,11)3,11 + V31103 1)

Das Kreuzprodukt der lokalen Basisvektoren c; und c; + 3 1dy; wird mit der Beziehung ¢, X
cy = 0 vereinfacht :

Co X (Ca+Co1dy;) = € X Co1dyy (121)
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Aus (119) und (120) folgt :

1
011 — 5(1?2,11)3,1 + v310U211)

Cy X Co1dy; = V21 — thva 1 (122)

vo11 + 01 1v31 + 010311

Der an die Stabachse tangentiale Basisvektor c; folgt aus (50) bis (58) :

I %(U%,l + U:’%,l)
cy X Copdyy = V21 (123)

V31
Im Limit dy; — 0 ist ¢y + co1dy; ein Einheitsvektor und ¢y X cg; parallel zu c;. Folglich gilt
mitcic; =1

cisin(aady;) = ¢ X (co + c21dyr) (124)

Fiir die Drillung o ; der Stabschse ergibt sich damit :

T
— C7(Co X C
Qg (e 2.1) (125)

. 1
oy = b1+ 5(7)3,17}2,11 — U21U311)
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4 Spannungszustand des Stabes

4.1 Materialgesetz

Der Spannungszustand des Stabes wird mit Hilfe des Stoffgesetzes fiir isotropes, linear elasti-
sches Material berechnet. Die symmetrischen Tensorkoordinaten des 2. Piola-Kirchoff Span-
nungstensors werden im folgenden vektoriell dargestellt :

— Ce (126)

Die Querdehnungszahl v ist mit den Annahmen aus 2.1 gleich null. Damit ergibt sich folgendes
Stoffgesetz fiir den Spannungszustand des Stabes :

011 E 0 0 €11
o = 012 = 0 G 0 €12 (127)
013 0 0 G €13

4.2 Spannungszustand

Der Spannungszustand an beliebiger Stelle im Element wird durch Substitution der Gleichungen
(109),(111) und (113) in das Stoffgesetz (126) bestimmt :

o = o + Y20 (3) + Y30 (3) (128)
o = Fen = S+ Y2512 + Y3513 (129)
o = Gep = 3 S12(3) (130)
o3 = Geaz = 1 513(2) (131)

Substitution der Dehnungen liefert folgende Spannungskomponenten :

s = FE- (vl 41 02’1 + U§,1)) Normalspannungsanteil

sie = E- ( U911 — 013 11) Biegespannungsanteil

snE = b (9102 11— U3 11) Biegespannungsanteil

sia3 = G- (=611 — 5(va1v311 — v310211)) Torsionsschubspannungsanteil
= G- (—ay)

si3) = G- (91 1 + (V310211 — V2103 11)) Torsionsschubspannungsanteil
= G- oy
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4.3 Schubspannungen

Die Schubspannungen o014, 015 werden durch Biegung und Torsion hervorgerufen. Schubspan-
nungsanteile aus Biegung sind nicht iiber das Materialgesetz bestimmbar, da nach der Bernoulli-
Hypothese aus 2.1 die entsprechenden Verzerrungen im Verschiebungsansatz null sind. Nihe-
rungsweise werden die Biegeschubspannungen in Analogie zur linearen Theorie aus dem Gleich-
gewicht fiir die Biegespannungen bestimmt.

Jonn o1z do 13
+ +
oy ys ys

+p1 = 0 (132)

Zur Bestimmung der Biegeschubspannungen o?,, 0%, erfolgt unter der Annahme, daf3 die Volu-
menkrifte p; nur Verschiebungen in Richtung y; verursachen. Die Kraft p; aus (132) verursacht
damit nur Spannungen als Funktion von ¥;. Mit Gleichung (129) folgt :

8811

—— +p = 0 (133)
oy

Die Biegeschubspannung o}, ist eine Funktion der Koordinaten ;, /3. Substitution von (129)
und (133) liefert fiir das Gleichgewicht :

doy o3

+ = 0 134
o0 s D1 (134)
Os11(z) | Dot
+ =0 (135)
v oy 0ys

Die Biegeschubspannung o, bei y3 (Rand E'F, Bild 6) folgt durch Integration iiber die Teilfliche

A

P b

/{yg 511(3) +8013} da = 0 (136)
A 0y Y3

Partielle Integration von (136) liefert :

0s
‘711)3 = /9381—1(3)6161—/ Y3 S11(3) dY1 (137)
A Y1 3
0s
= —alylfg) (§h* = 303) + ys su)lr (138)

Die Biegeschubspannungen ¢?, bestimmen sich auf analoge Weise am Rand C'D :

ds11(2
0l ayi ) (%bQ - %yg) + Y2 51102)| R (139)
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Bild 6: Biegeschubspannungen o?,, 0¥,

ion ergibt sich damit :

nd Tors

ngu

Fiir die Gesamtschubspannungen aus B

40)

(141)



5 SchnittgroBBenzustinde

Die SchnittgroBen im Element werden aus dem Spannungstensor bestimmt. Dazu wird der Span-
nungsverlauf tiber den Elementquerschnitt integriert. Die linear mit den Querschnittsachsen va-

riierenden Spannungsterme liefern keine Beitridge zu den Schnittkriften :

+0.5h
/ Sik Y3 dyz = 0
—0.5h

5.1 Schnittkrafte
1. Normalkraft ¢, :

qgin = /011 da
sC

= b-h- s

2. Querkraft ¢i5 :

qi2 = /012 da
sC

9s112) , 1,3
— ZH@ 13y
oy 12

3. Querkraft q;3 :

q13 = /013 da
5C

Ds11(3) 1713
= —=bh
Oy ( 12 )

5.2 Schnittmomente

Die Spannungen verursachen Momente um alle drei Elementachsen :

1. Torsionsmoment m; aus Torsionsschubspannungen :
my = / Y2013 — Y3 012 da
sC
2 2
= / Yo S12(3) — Y3 S13(2) da
sC

= /G(y§+y§)a,1da
6C

= G[p 1

+0.5b

Sik Y2 dya = 0
0.5b
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2. Biegemoment msy um die y5-Achse aus Normalspannung :

ma = /ys(fnda
5C

= / Y3 S111) + Y3 Yo S112) + U3 S113) da
sC

= EIyZ 511(3)

(98]

ms3 = /y2011d(1
6C

= / Y2 S11(1) + Y3 S11(2) + Y2ys S11(3) da
5C

= EIyS 511(2)

Ip Polares Trigheitsmoment
I, Trigheitsmoment um die y»-Achse
I,3 Trigheitsmoment um die y3-Achse
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6 Randbedingungen

6.1 Kinematische Randbedingungen

Die Verschiebungsrandbedingungen werden am Rand 0C', der Stabachse eingeprigt. Sie werden
durch den Verschiebungsansatz 2.3 exakt befriedigt. Mit Einprdgen der Verschiebungen v, und
vs, sind implizit auch die Ableitungen g—x bzw. gﬁ eingeprigt. Auf dem Rand 0C, sind folgende
kinematische Randbedingungen moglich :

v = Vo
Odva  __ Ovgpo
dys  — Jys (158)
Qv Ouzg
Oy2 Oy2

6.2 Statische Randbedingungen

Der Spannungsvektor t auf dem Rand 0C; bestimmt sich aus dem Spannungszustand S der
durch den 2. Piola-Kirchhofftensor (Kap. 4) fiir beliebige Punkte im Element spezifiziert ist. Die
Einheitsnormale auf dem Rand OC; entspricht dem Basisvektor ¢; der Momentankonfiguration
C:
t =S C1
= Sayc1 + 12S)c1 + ¥3S)c (159)
= ta) + ¥t + ysto)
Sy Normalspannungsanteil des 2. Piola-Kirchhofftensors

S(2) Biegespannungsanteil des 2. Piola-Kirchhofftensors um die y,-Achse
S(3) Biegespannungsanteil des 2. Piola-Kirchhofftensors um die y3-Achse

t1) Normalspannungsanteil des Randspannungsvektors
t2) Biegespannungsanteil des Randspannungsvektors
t3y Biegespannungsanteil des Randspannungsvektors

Q@ = (G2 = @)+ 9@ T ABE) (160)
qr3

Mit den Randschnittgroen sind folgende Einprigungen auf dem Rand 0C; moglich :

dr(1) = 9r(0)
dr2) = 9r(20) (161)
qri3) = dr(30)
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7 Inkrementelle Bestimmungsgleichungen

7.1 Konzept

Die nichtlineare Berechnung erfolgt schrittweise. Die Losung der Integralform der Bestimmungs-
gleichungen wird in Lastschritte gegliedert. Der Referenzzustand C' des Balkens zum Zeitpunkt
t = 0 ist bekannt. Ebenfalls als bekannt vorausgesetzt wird der Zustand des Balkenelementes zu
Beginn eines Lastschritts. Dieser Zustand wird als Momentankonfiguration C gekennzeichnet.
Gesucht ist der Verformungszustand des Stabelements am Ende des Lastschritts. Dieser Zustand
wird als Momentankonfiguration C' bezeichnet. Er wird mit einer linearen Theorie so bestimmt,
daf die inneren und duBleren Arbeiten im Gleichgewicht stehen. Der Linearisierungsfehler wird
durch eine nachfolgende Gleichgewichtsiteration korrigiert. Die Bestimmungsgleichungen fiir
einen Lastschritt werden als inkrementelle Form der Bestimmungsgleichungen bezeichnet.

Die Zustandsvariablen in der Momentankonfiguration C' werden als Summe ihres Wertes in C
und einem inkrementellen Zuwachs, durch das Symbol A gekennzeichnet, bestimmt.

Verschiebung : v = v+ Ay (162)
Dehnungstensor  : Cim = Cim + Aein (163)
Spannungstensor Sim = Sim + Asim (164)

7.2 Verschiebungsinkremente

Der inkrementelle Verschiebungsansatz folgt aus dem allgemeinen Verschiebungsansatz (2.3) fiir
M@K

Avig) = Av + ATy y (165)
Avy Avy Aty Aty Atz 0
Avy = |Auvy| + |Atyy Atyy Atss| - |yo (166)
Avs @ Avs Ats; Aty Atss Y3

Av  Inkrementeller Verschiebungsvektor des Achspunktes P
ATy Inkrementelle Drehverschiebungsmatrix

y Stabkoordinaten von () im Stabquerschnitt durch P
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7.2.1 Koeffizienten der inkrementellen Drehverschiebungsmatrix

Die Koeffizienten At;,, der inkrementellen Drehverschiebungsmatrix werden aus den Gleichun-
gen (167) bis (175) ermittelt :

7?11

o1

ta1

2?1 2

522

l32

tos

133

—Us1 A7’2,1 — Uy AU:3,1 - % (Ug,l + U:?,l + Avg,l + AU%,l)

to1 + Aty

Vg1 — V11 V21 + Avgy —v11 Avgy — va1 Avy g — Avy g Avgy
ta1 + Aty

Vg1 — V11031 + AU3,1 — V11 A1}3,1 — V31 Avl,l - A1)1,1 AUB,l

tio + Atyy

V11 V21 — 01 vs1 — Va1 — Avgq +v11 Avgg + vaq Avy g

—01 Avs 1 — v31 AOy — AOy Avgy — Avg g Avy

tos + Atoy

—0, A0} — vy Avy ) — % (vg,l + 62 + Avg,l + AG?)

tso + Atsy

01 + A0y — L (va1 031 + vo1 Avgy + vs1 Avay + Avgy Avg )

tis + Aty

V11 U31 4 01021 — U3 — Avgy + 11 Avs g 4+ v31 Avy g

+01 Avgq + vo1 Al + Al Avg g + Avg g Avy gy

tos + Atas

—0, — A6, — % (U2,1 V3,1 + V21 AU3,1 + V31 A1)2,1 + AUQ,l A113,1)
ts3 + At

—vy, Avgy — 0, Af) — % (1232,71 + 62 + Av;l + A6?)
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(168)

(169)

(170)

(171)

(172)

(173)

(174)

(175)



Aus den Gleichungen (167) bis (175) werden die inkrementellen Zuwichse At;,, extrahiert.

Aty
ANZS)
ANZS)

Aty

Aty

Atz

Atss

1 2 2
—vg1 Avgy —v31 Avgy — 5(Avy + Avg )
(1 - A111,1)AU2,1 —U11 A112,1 — U2 A111,1

(1 — Avy1)Avsy —v11 Avsy — vgq Avy g

V1,1 A712,1 + U2y Avl,l -0 AU{S,I — U3 Ab; — A112,1
—|—A’l}171 AU271 — A01 A'Ug,l
—91 A@l — U271 AU271 — %(A@f + AU%J)

Al — % (v2,1Av31 + v31 AV + Avg 1 Avs )

v Avs g +v31 Avy g 4 01 Avy g 4 va 1 ABp — Avg g
+Av; 1 Avg g + Aby Avgy

AN — % (v21Avs 1 + v31AvV91 + Avy 1Az )

—601 NGy — vs1 Avg g — S(AGF + Avil)
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7.2.2 Ableitungen der Koeffizienten der inkrementellen Drehverschiebungsmatrix

In Analogie zu 2.3.3 werden fiir die Bestimmung des inkrementellen Dehnungszustandes die
Ableitungen der Koeffizienten der inkrementellen Drehverschiebungsmatrix nach y; benotigt.

Atn,l = —U211 AUQ,I — V21 AUQ,H — U311 A1)3,1 — U3 A?}3,11

—AU2,11 AUZ,I - A1)3,11 AU3,1 (185)
A7521,1 = A712,11 — U111 AUz,l — V11 A112,11 — V21 Avl,ll — U211 AUl,l

—AULH AUQ,I - A1}1,1 A1)2711 (186)
At:}l,l = AU3,11 — V1,1 A113,1 — V1,1 AU3,11 — V31 A111,11 — U311 Avl,l

—Avy 11 Avsy — Avy g Avs 1q (187)
At1on = v111 Avay +v11 Avoqy + Avy g1 V21 + V211 Avy g — 011 Avgy

—0, AUS,H —U31 A91,1 — U311 Af; — AUQ,H + AULHAUQJ

+Av 1 Avy 11 — Al Avgy — AB1Avs 1y (188)
A1522,1 = —91,1 AN A91,1 — U211 A712,1 — V21 sz,u

—A0; AOy; — Avy 11 Avg (189)

Atgar = Al — %(Uz,n Avgy +v21 Avg 1y + v31 Ava 1 + v311 Avg g
+AU2,1 AU3,11 + A'UQ’ll AU3,1) (190)

Atiz1 = vi11 Avsy +v11 Avg g + v Avygg +v311 Avyg + 011 Avg g

)

+01 Avg 11 + v21 A1+ v211 AOy — Avg 1y + Avy 11Avs

+Av; 1 Avg g 4+ Al Avg g + Al Avg 1y (191)
Aty = —Ab1; — %(02,11 Avz 1 4+ va1 Avg 1y + v31 Avg 11 + v311 Avgy

+Avg 1 Avs 11 + Avg 11 Avsg) (192)
A1533,1 = —91,1 AN A91,1 — U311 AU3,1 — V31 AU3,11

— Al Aby 1 — Avs 11 Avs (193)
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7.2.3 Ableitungen des inkrementellen Verschiebungsansatzes

Aus (165) folgen mit den Gleichungen aus 7.2.1 und 7.2.2 die Ableitungen der Verschiebungs-

inkremente :

Avyg) = Avig + At +ysAtiz

AvgrQ) = Avay + y2ltony + ysAtas

Avsig) = Auvzy + 32tz + ysAtss

AUI,Q(Q) == Atlg
AU?Q(Q) = Atgg
AU&Q(Q) = Atgg

AU173(Q) = Atlg
A'l}g}g(Q) = Atgg

Avg,g(Q) = Atgg

(194)
(195)
(196)

(197)
(198)
(199)

(200)
(201)
(202)

Fiir die Bestimmung des inkrementellen Dehnungszustandes werden die Quadrate der Verschie-
bungsableitungen und alle erforderlichen gemischten Terme bestimmt.

Avi 1) =
Avy () =
Avg (o) =
Av @A) =
Av @A) =
Avg1(QAvaQ) =
Avy 1@ Av23Q) =
Avs1QAusQ) =

Avs 1@ Avs3Q) =

Avi 1+ 2ysAvy 1 Atya g + 2ysAvy 1 Aty
Av%,l + 2y Avg 1 Atgg 1 + 2y3Avg 1 Atas
AU%J + 2ysAvs 1 Atga 1 + 2ysAvs 1 Alss
Avy 1Aty + Yo At19Atig 1 + ysAtia Atz
Avy 1 Atys + Yo At13AL1a1 + ysAtisAtys
Avg 1 Atgy + yaAtgaAtag 1 + ysAtagAtas
Avg 1 Atgg + Yo AtagAtog 1 + ysAtasAtas
Avg 1 Aty + yaAtgoAtsg 1 + ysAtsaAtgs
Avz 1 Atss + Yo Ats33Atsa 1 + ysAtssAtss
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7.2.4 Substitution der inkrementellen Drehverschiebungskoeffizienten

Die Koeffizienten der inkrementellen Drehverschiebungsmatrix (Gleichungen (176) bis (184))
und deren Ableitungen (Gleichungen (185) bis (193)) werden in die Gleichungen (194) bis (202)

substituiert :

AUl,l(Q) = Avig + y2 ( v111 Avgg + v11 Avgq1 + vo1 Avy1q + V211 Avy g

Avg1(g)

Avs 1)

Avi o)

Avg o)

Avs 2(@)

—91,1 AU3,1 -t AU3,11 — V31 A91,1 — U311 A
—Avg 11 + Avy 11 Avgy + Avy 1 Avg 1y
—Afy 1 Avgy — ABy Avs 11 )

+ ys ((v111 Avgg + v Avg g + v31 Avy g + 311 A
+011 Avg 1 + 01 Avg 11 + vo1 Aby 1 + v211 Ab,y
—Avs 11 + Avy 11 Avs + Avy 1 Avg gy
+Ab 1 Avgy + Aby Avg g )

Avyy — yo (011 Aby 4+ 01 Aby 1+ va11 Avay + 21 Avg 1y
+Ab 1 Ay + Avg gy Avgy )
—ys ( AOy + %(Uz,n Avgy + v Avg 11 + v31 Avg 1
+vg11 Avo 1 + Avg 11 Avgy + Avy 1 Avs 1) )

Avgy +yo ( Abyg — %(02,11 Avgq + vo1 Avg 11 +v31 Avg 1q
+v3,11 A112,1 + sz,n AU3,1 + Aw,l A113,11) )
—y3 (011 A0y + 601 A0 +v311 Avg g + v31 Avg 1y
+Ab 1 Ay + Avg gy Avgy )

V1,1 A272,1 + V21 Avl,l -t A113,1 — V31 Aby — AU2,1
+Avy 1 Avgy — Ay Avs

—01 A0y —vyq Avgq — %(AH% + Av;l)

A % (vo,1Avg 1 + v31Av2 1 + Avg 1 Avg )
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(214)

(215)
(216)
(217)



Avigg) = vigAvgy + vz Aviy + 01 Avgy +va 1 Ay — Avs g
+Av; 1 Avs g + Ay Avgy

Avyzo) = —Ab — % (v21Avs 1 4+ v31AV91 + Avy 1A q)

Avsg) = —b Al —wvg1 Avsy — %(A@f + Aw;l)

(218)
(219)
(220)

Die Quadrate und gemischten Terme der inkrementellen Drehverschiebungskoeffizienten werden

ebenfalls durch Substitution der Gleichungen (176) bis (193) in (203) bis (211) ermittelt :

AU%J(Q) == AU%J — ZyQA’ULlAUg’H - 2y3A’U171AU3711
AUS,I(Q) = Avg,l — 2y3Avy 1 A0

AU;l(Q) = Avg,l + 22 Avg 1 A0

Av 1) Avipg) = —Avi1Avyy + Y2 Avy 1 Avy 1y + y3Avg 1 Avs 1
AU171(Q)AU173(Q) = —Av1Av31 + Yo Avs1Avs 11 + YsAvs 1AV 14

Avg @) Avapg) = 0

AUZ,l(Q)AUlg(Q) = —AU271A91 —|—y3A01A01,1
Avs 1Az o) = Avz 1A + y A0 Al

Avzi@Avsze = 0

(221)
(222)
(223)

(224)
(225)
(226)

(227)
(228)
(229)

Fiir die inkrementellen Dehnungen sind zusétzlich gemischte Terme erforderlich, die aus den
Ableitungen der Drehverschiebungskoeffizienten (86) bis (94) und den Ableitungen der inkre-

mentellen Drehverschiebungskoeffizienten (194) bis (202) gebildet werden.

V1QAVLIQ) = viiAvi — Y2 (v Avgan +va11 Avyyg )

Vo1 Aby 1 + 011 Avgy )

(

— ys3 (v1,1 Avs 1y +vs11 Avy )
U271(Q)AU2,1(Q) = U1 A1)2,1 - ys(
(

v31(Q)AV3,1(Q) = w31 Avz1+ yo(v31 Ab11+ 6011 Avgy)
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V1@ AVI2Q) = —Ui11 Avyy + Y2211 Avay + Y3311 Ava (233)

v21@Av22Q) = 0 (234)
U@ Avs2Q) = vs1A0+ 3201100, (235)
V1@ AVI3Q) = —V1,1 Avzg + Yova11 Avsy + Y3311 Avs (236)
Vo1 AV23Q) = —V2,1A01 + y3011A0, (237)
U1 A3z = 0 (238)
Avi1(Q)v1,2(Q) = —U1 Avyg + Yo U1 Avg 11 + Y3 U271 Avz gy (239)
Avyyuaz = 0 (240)
AvsQusag) = hAvsy + y2 Aby 0, (241)
Aviyuiz = —U31Avig+ Y2v31 Avar + Y331 Avs (242)
Av21(Q)023Q) = —6hAvyy + y3 Aby 16, (243)
Avsi@uss@ = 0 (244)

7.3 Dehnungsinkremente

Der Dehnungszustand der Momentankonfiguration C' folgt nach Substitution der Zustandsva-
riablen (162) bis (164) in die Koordinaten des Dehnungstensors nach Green-Lagrange (107).
Die Tensorkoordinaten €15 und e;3 werden durch die Ingenieurdehnungen €;5 = 2é;5 und
€13 = 2e;3 ersetzt :

3
e = ta@ + Avia@ +3 ), ki@ + Avkae)’} (245)

€12(Q) = V12(Q) + Avi2Q)+02,1(Q) + Ava1 @)+
(246)

~

3
> ) + Avka@) (Dra@) + Avra)}

€13Q) = U13(Q) + Avi3Q)+0s,1(Q) + Avs )+

3 ) (247)
Zkzl{(vkvl(@ + Avg 1)) (Br3Q) + Avka@) }
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Die Dehnungsinkremente Aeyq, Aejo, Aej3 werden aus den Gleichungen (245) bis (247) ermit-
telt. Zur besseren Darstellung werden sie in einen linear von Av; abhiingigen Anteil Ae% und
einen nichtlinear von Av; abhiingigen Anteil Ael aufgespalten. In Analogie zu 3.2, werden die
Terme Avil, Avg1Avy 11, Avs 1 Avy 11, v1,1Avy; sowie Terme hoherer Ordnung im folgenden
vernachlissigt.

Aﬁu = AEfl + Aﬁjl\; (248)
AGlLl = AULI + U271AU271 + U371AU3’1 — y2<AU2711 + ’U3,11A91 + 91AU3’11) (249)

- yg(A"Ug,u - U2,11A91 - 91A02,11)

Aepl = 3(Av, + Avsy) — y2(A0 Avg 1) + ys(A0 Avg ) (250)
Aery = Aeky + Ael), (251)
AE1L2 = —y3(Abi1 + % (v9,11 Avs 1+vs1 Avg 1y

(252)

— U311 sz,1 — U211 A"03,11 )

AG% = —% ys (Avs 1Avg 11 — AU?),HAUQ,I) (253)
Aﬁlg = A€f3 + Aﬁjl\g (254)
A‘ffg = 1y (AOy + % (v2,11 Avg1+vs; Avg 1y

(255)

— U311 AUQ,l — V21 A"03711 )

AG% = %92 (AU3,1AU2,11 — Avg11Avg4) (256)
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Mit den Gleichungen (249) bis (256) folgt fiir den inkrementellen Dehnungszustand am Punkt Q :

A€y = Ae(Ll) + Aef\{) + yg(Ae(LQ) + Aeg)) + yg(Aeé) + Aeg))

mit

Ael

—
—
~—

AE1L1(1)
AE1L2(1)
AE1L3(1)

AelLl(Q)
Ae1L2(2)
Ae1L3(2)

Ae1L1(3)
A€1L2(3)
AGlLs(:a)

Aeﬁ(l)
Aefg(l)

Ael @)
Aef;(g)

A€l 3)
Ae{\é(g)

[ Aefy)

_AE%(Q)_

i Avl,l + UQ)lAUQ’l + Ug,lAvgJ
0
0

[—(Avy 11 + v311 Aby + 01 Avs 1)
0

1
Al + 5 (v2,11Av3 1 + v31Avs 11
—U311 A112,1 — V21 AUs,u)

[ —Avg 1 4+ v211 Al + 01 Avg gy

1
—AbO 1 — 5 (v2,11Av3 1 + v31Av5 11
—U3,11 A712,1 — V21 A713,11)

0

| Aefys)

-%(Avg,l + AU%J)
0
0

—A@lAvg,n
0
%(AU371AU2,11 - AUS,MAUQ,I)

AelAUle
- % (Avz 1Avg 1y — Avz 11 Avy )
0
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7.4 Variation des Verschiebungszustandes

Als Gewichtung fiir die inkrementelle Form der Integralgleichung in der Momentankonfiguration
C wird die Variation des Verschiebungszustandes in C' gewihlt.

0V = 0(V+AV)g = iV + I(Av(g) (264)

In der bekannten Momentankonfiguration C befindet sich der Korper bereits in einer Gleichge-
wichtslage, sodal die mit § V() gewichteten Gleichungen bereits befriedigt sind. Die Gewich-
tung der Bestimmungsgleichungen in C' erfordert somit lediglich die Variation des Verschie-
bungsinkrementes Av ).

) \_/'(Q) =9 (AV)(Q) =9 (AV + AT y) (265)

In Analogie zur Variation des Verschiebungsinkrementes bestimmt sich die zur Bestimmung der
inneren Arbeiten erforderliche Variation des Dehnungsinkrementes.

§ Ae = §(A€") + 6 (Ae) (266)

7.5 Inkrementelle Form der Bestimmungsgleichungen
7.5.1 Materielle Form der Bestimmungsgleichungen

Die inkrementelle Form der Bestimmungsgleichungen fiir geometrisch nichtlineares Verhalten
raumlicher Stabtragwerke wird aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen abgeleitet. Die
der nachfolgenden Formulierung zugrunde liegende materielle Form der Integralgleichung ba-
siert auf der Methode von Lagrange. Materielle Punkte werden durch ihre Lage in der Referenz-
konfiguration C' identifiziert.

/ZZ 0CimSimdv = /Zéviq(w)pdv —I—/ Zévipida +/ Zévipioda (
¢ om ¢y Cu S

xeC N voeCy, : v; = vy

267)

bzw. in Vektornotation :

/66T0'd'0 = /5quVpdv+/ 5vada—|—/ 5v! p, da
c c Cu Ci (268)

xecC N voeC, 1 v; = vy

Der Dehnungsvektor € in (268) enthilt die Koordinaten e;,, des Green-Lagrange Dehnungsten-
sors. Der Spannungsvektor o enhilt die entspechenden Koordinaten s;,,, des 2. Piola-Kirchhoff
Spannungstensors.
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Die Koordinaten e;,, des Green-Lagrange Dehnungstensors sind GroBen, die sich auf den Zu-
stand des Korpers in der Momentankonfiguration C beziehen, aber beziiglich der Basisvektoren
i; der Referenzkonfiguration C' gemessen werden. Die Koordinaten s;,,, des 2. Piola-Kirchhoff
Spannungstensors sind die energetisch konjugierten Spannungskoordinaten zu den Dehnungen

Cim-

Fiir die Seite der dulleren Arbeiten werden konservative Lasten vereinbart. Die Koordinaten p;
des Lastvektors bleiben damit in den verschiedenen Konfigurationen des Korpers richtungstreu.

7.5.2 Inkrementelle Form der Bestimmungsgleichungen

Die materielle Form der Integralgleichung (268) wird fiir den unbekannten Zustand C' bestimmt.
Fiir die Seite der inneren Arbeiten folgt :

/5€T5'dv

c

:/ § (Ae + AeMT (6 + Ao) dv
c

:/ 5 (AeM)T 6 dv +/ § (Ae") Ao dv +/ § (A€M & dv —|—/ § (AeM)T Aadv
c——— — Je c c

(269)
Analog bestimmt sich die Seite der du3eren Arbeiten :
/ § v qypdv +/ s vl pda +/ § v p,da
C w Cy
:/ § (AV)T Gy pdv +/ § (AV)T (Aqyp) dv +
“ “ (270)

/ § (Av)" pda +/ § (Av)' Apda +
Cu— Cly

/ § (Av)T p, da +/ § (Av)T Ap, da
Cy Ct

Die linke und rechte Seite der Bestimmungsgleichungen ((269), (270)) enthalten sowohl Terme
aus der Momentankonfiguration C‘, als auch Terme die nur den inkrementellen Zuwachs in C
betreffen. Die unterstrichenen Terme aus (269) und (270) stehen niherungsweise im Gleichge-
wicht. Die durch die Ndherungen in vorangehenden Lastschritten verursachten Restkrifte werden
in dem Term Ar zusammengefasst. Ar ist in der Regel nicht null. Dieser Term wird deshalb als
Korrekturterm auf der Lastseite eingefiihrt. Die inkrementelle Form der Bestimmungsgleichung
setzt sich schlieBlich wie folgt zusammen :
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/ (5(A6L)TAadv—l—/ § (AeM)T'6 dv +/ § (AeMTAodv =
c c c

(271)
/ § (Av)TA(qyp) dv —|—/ § (Av)TApda +/ § (Av)'Apyda + Ar
c Cu Ci
mit
Ar = / § (AV)T (Gyp) dv +/ § (Av)T pda +/ § (Av)' P, da
c Cu

7.6 Semianalytische Form der inkrementellen Bestimmungsgleichungen

Die allgemeine Form des Prinzip der virtuellen Verschiebungen (271) wird in eine auf Stab-
tragwerke abgestimmte Form tiberfiihrt. Mit der Definition der Dehnungsinkremente in 7.3 folgt
eine neue, auf die neutrale Stabfaser bezogene Formulierung. Uber den Elementquerschnitt wird
analytisch integriert. Im folgenden sind die Terme aus Gleichung (271) einzeln aufgefiihrt :

/ S(AeMT Ao dv (273)
C

T
B /L/h/b 0 (A€l +y2 Delyy +ys Aezy ) C (Aey + Aefy)

+y2 (A€l + A€ly) +ys (Aels) + Aely) ) dyadysdl (274)

5(A6(L3))TC Ae(LS)]Q + 5(Aeé))TC Aeé\{)A +
5(Aefy) " CAelpyls + 6(Aefy) ' CAelyly } dl (275)
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/ S(AeM) TG dv (276)
C

+h/2 b2
= / / 0 (Aeqy) +y2 ey +ys Aegy))"
— L

hj2 J-b/2
(Ga)y +y2602) +ys6(3) dyzdysdl (277)
= /L {6(Aell)T6mA + 0(Aely) 6 )ls + 0(Aely)) 651y | dl (278)
mit I, = fAy?,da I3 = fAySda

Der dritte Term aus (271) ist kubisch in den Inkrementen der Verschiebungsableitungen und
wird deshalb als sehr klein angenommen und nicht entwickelt. Der Fehler dieser Ndherung lie-
fert Restkriifte, die im Term Ar des nachfolgenden Lastschrittes erfasst werden.

Die Variation der nichtlinearen Dehnungsinkremente aus (278) wird auf die Koeffizienten der
Vektoren Aef\{), Aeg), Aeé\é) iibertragen :

_%(Avg,l + AU§,1>
5(Aeé\1{)) = 0
0

: (279)
A/UQ’l 5(AU2’1) —+ AU3’1 (5(AU371)
= 0

0

—A91AU3,11
5(Aef\£)) =9 0
_%(AU3,1AU2,11 - AU3,11A172,1)
—(0(A0)) Avs 1y + NG5 (Avsy)) ] (280)
0

(0(Avg1)Avg 11 + Avg10(Avg1))
(0(Avg11)Aveq + Avg110(Avgy))

_I_

N[ D=
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A91AUQ,11

5(Aeé\§)) = 0 —%(AU3,1AU2,11—AU3,11AU2,1)
0

i 0(Ab)Avy 11 + AO15(Avy 1) i (281)

_|_

(0(Avg1)Avy 11 + Avg16(Avg 1))
(0(Avg11)Avgg + Avg110(Avyy))

|
N N+

0

Die Skalarprodukte der Variationsterme der nichtlinearen Dehnungsinkremente (279) bis (281)
werden als Skalarprodukt der Vektoren Ag; bzw. Ag; geschrieben. Diese Notation wird vorberei-
tend fiir die Entwicklung der algebraischen Bestimmungsgleichungen eingefiihrt. Exemplarisch
wird dieser Schritt fiir den ersten Term aus (278) gezeigt :

/L S(Ael)) &y Adl (282)
S11(1)
= / [ (AUQJ(S(AUQJ) + AU3716(A03’1)) 0 0 } 812(1) Adl (283)
t 513(1)
= /{(5(AU271) 811(1) AUQJ + 5<A’U3’1) 811(1) Avg’l} Adl (284)
L
= /5(Ag(1))T s11(1) Ag) Adl (285)
L

. AU2,1
mit Ag) = Aw
3,1

Die restlichen Terme aus (278) werden analog zu (282) entwickelt. Die Indizierung ¢ der Vekto-
ren Ag;) orientiert sich an den Indizes der nichtlinearen Dehnungsinkremente Aeg). Ein zweiter
Index k in Ag;;) kennzeichnet ggf. die Nummer des Skalarprodukts innerhalb eines Terms. Vek-
toren Ag; enthalten die Koeffizienten der Vektoren Ag; in vertauschter Reihenfolge.
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/L 5(Aely)) 6 Lsdl

- / 5(Ag(2))T $11(2) Ag(z) I3 dl + 5(Ag(21))T 513(2) A5(21) % I dl
L

b\b\

6(Ag 22 ) 513(2) Ag(22) % I3dl (286)

] AO Av Av
mit Ag(z) = [ 11 Ag(21) = { 371] Ag(22) = [ 3’11}

Avs,n sz,n AUQ,l
~ AU?),H ~ A712,11 ~ A1)2,1
Ag(z) = [ A6, 1 Ag(zl) = {AU;), 1] Ag(22) = |:AU3 11]

/L 6(Aely)) 63 L dl
= / 5(Agm)" s11(3) A&y Ldl — 5(Ag21))" s12(3) A&y 5 Lo dl
L

5(Ag2))" s12(3) A& (22) 5 Lo dl (287)

Al A
mit Ag(g) |: 11 Ag(g) = |: 027111

szn

Die Terme der @uBBeren Arbeiten werden in Analogie zu (275) und (276) bestimmt. Es wird vor-
ausgesetzt, dafl die am Element einwirkenden Lasten idealisiert an der Stabachse angreifen.

Die Verschiebungsinkremente AV setzen sich zusammen aus dem Verschiebungsinkrement der
Stabachse und Termen, die linear mit i, bzw. y3 variieren (165). Die Variation des Verschie-
bungsinkrementes beschrénkt sich somit auf die Variation des Verschiebungsinkrements der Sta-
bachse.

46



[ avio)" (dav) o

+h/2  p+b/2
- [ 5(av+ ATy (Bave) dypdys
- L

h/2 J—b/2 (288)

[ 5w @avp) Aa

_ / 5 (AV)T(Aqy) Adl

~

/ § (Av(g))" Apda

Cu
+h/2  p4b/2

= / / § (Av + AT y)' Ap dy, dys dr (289)
~n/2 J-b2 JR

= [6 (Av)T Aq, A}R

/ ) (AV(Q))T Apg da
c

t

+h/2 +b/2
—h/2 —b/2 R

= [6 (Av)"Agyg Al

In Analogie zu den Gleichungen (275) bis (290) werden die Anteile des Korrekturterms Ar
bestimmt :

/ J (Avig)" (@vp) dv
C

5 (AV)T g, Ad

(291)

I
=

5 (Avio)) ! pda
Ch ( (Q)) P (292)
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5 (Avio))T po da
/C 5 (avia) B .

= [6(Av) a0 4],

/ 5 (AeM)T & dv
c

(294)
— /L {(5(A6(L1))T&(1)A) + (6(Aefy) 6 )ls) + (6(A5(L3))T&(3)[2)}dl

Mit Abschlufl der semianalytischen Formulierung der Bestimmungsgleichungen sind alle kine-
matischen GréBen der Integralgleichungen auf die Stabachse bezogen.
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8 Algebraische Bestimmungsgleichungen

8.1 Ansatz im Finiten Element

8.1.1 Interpolation der Geometrie

Fiir die Interpolation der Geometrie eines geraden Stabelements wird ein linearer Interpolations-
ansatz im normalisierten Koordinatensystem gewihlt.

| Le 1
A E
O o
Ya' YE y
I I | - =
-1 0 +1 z

y = y! s(z) —1<z2<+1
(1- Z)} (295)

8.1.2 Interpolation der Physik

Zur Interpolation der axialen Verschiebungen v; und der Verdrehung #; wird ein linearer Ansatz
nach Lagrange gewihlt, der sich auf die Stabendknoten A und E abstiitzt. Die Verschiebungen
vy und vz werden durch einen kubischen Ansatz nach Hermite interpoliert. Als Stiitzwerte an
den Stabendknoten werden die GroBen vy, v9, v3, 01, sowie die Ableitungen (vg 1), (vs1) nach der
globalen y,-Koordinate als Stiitzwerte gefiihrt. Fiir ein Stabelement sind somit 12 Freiheitgra-
de definiert. Die Stiitzwerte werden knotenweise in einem Elementstiitzvektor v, angeordnet.
Bezogen auf das normalisierte System wird der Elementstiitzvektor mit w, bezeichnet. Die An-
satzfunktionen werden zweckmiBig in einer Matrix H, gespeichert.

v(z) = HI(2)w, (296)
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e ]
Wy (A)
W3 (A)
¢ (4
TR
vy tt 0 0 0 0 0 t,b 0 0 0 0 0 ddy
aws
(%) - 0 hl 0 0 h2 0 0 h3 0 0 h4 0 dy(A)
vs] |0 0 hy O O hy O O hy O 0 hg w1 (E)
0, 0 0 0t 0 0 0 0 0 ¢t 0 0 ws ()
W3 (E)
¢ (p)
dws
dy(E)
L )
h{
hT
= hzT w, = H' w,
3
hi

Die Ansatzfunktionen von H, sind definiert im Einheitsintervall (—1 < z < +1) :

1. Ansatzfunktionen nach Lagrange zur Interpolation der Axialdehnung und Torsion:

t 0.5(1—2)
(297)
2. Ansatzfunktionen nach Hermite zur Interpolation der Biegung :

hi = 0.25(2—3z+2%)
hy = 0.25(1 —2— 2%+ 23)
hs = 0.25(2+ 3z — 23

’ ( 3 , (298)
hy = 025(=1—2z+4 2z°+ 2°)
hs = 0.25(—1+z+ 2% —23)

(

he = 0.25(1 42— 2% —23)
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8.1.3 Transformation des Stiitzvektors

Die Koeffizienten des Stiitzwertevektors v, werden mit der Transformationsmatrix A, in das
normalisierte Koordinatensystem tiberfiihrt. Die Stiitzwerte v; des lokalen Systems besitzen im
normalisierten Koordinatensystem die Bezeichnung w;, der Drehwinkel ; die Bezeichnung ¢.
Der Zusammenhang zwischen den Ableitungen nach der normalisierten Koordinate z und den
Ableitungen nach der Koordinate y wird durch die Kettenregel bestimmt :

dwi dvld_y

dz dy dz (299)
. dUZ‘ Le
dy 2
Fiir die Transformation in das normalisierte System folgt :
w, = A.v, (300)
[ wi (a) ] [ 1 11 v ]
Wa (A) 1 U2 (4)
w3 (A) 1 U3 (4)
¢ () 1 01 (4
dw dv
Ao (A) % dy2
w dv:
ol L T
w1 (B) 1 U1 (B)
Wy (E) 1 V2 (B)
w3 (E) 1 U3 (E)
¢ (B 1 0 (B
dw v
1z (E) % Ci,—;(E)
dw v
e ], | Y Ge |
Fiir den Verschiebungsansatz (296) folgt mit der Transformationsmatrix A, :
v = H'A.v, (301)
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8.1.4 Ableitungen des Stiitzvektors

Notation : Im folgenden werden die Koeffizienten der Transformationsmatrix A. sowie ggf. die
Ableitungen der Geometrie (dx/dz) bzw. (dz/dx) in die Interpolationspolynome (297) und (298)
aufgenommen. Diese Zusammenfassung von Termen wird durch das Symbol =~ gekennzeichnet.

8.1.5 1. Ableitungen

Die Ableitung der Stiitzwerte nach der y-Koordinate erfolgt iiber die Kettenregel:

dv; dv;dz

= — 302
dy dz dy (302)
1. Ableitung der Stiitzwerte nach der normalisierten Koordinate 2
dv;
Yo =T A, (303)
dz ’

Die Interpolationspolynome aus (297) und (298) besitzen folgende Ableitungen nach der
normalisierten Koordinate z :

dtz<Z) . tLZ = —0.5

dz ty. = +0.5 (304)
hl,z = 0.25 ( 3+ 322 )
ho. = 0.25(— 1—2,3_1_32)
dhi(z) ~ hs. = 0.25(3-32%)
dz hy. = 0.25(— 1+2z+3z) (305)
hs., = 0.25(1+ 2z — 32?)
hG,z = 025(1—22—32 )
2. Ableitung der normalisierten Koordinate z nach der lokalen Koordinate y
dz . . .
dy Ve ¥ T 306
iy (ye - s:) (v:) (306)

Die Interpolationspolynome aus (295) besitzen folgende Ableitungen nach den normali-
sierten Koordinaten :

dsi(z) s1, = —0.5

Tr w — 105 (307)
dz 1 ! 1 \*
dy = (5 yE—?JA) = (§Le> (308)
dz 2
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Fiir die erste Ableitung der Stiitzwerte nach der lokalen Koordinate y folgt unter Beriicksichti-
gung der Notation fiir die Zusammenfassung des Produktes (A, Li) :

8.1.6 2. Ableitungen

dUl' 2 A
= H' Av.— = H! v,
dy e,z Le e,z
- do
dy
T
du U1,1 h ,
m T
dy i ’U271 o 2 h27z
4 — - =
m Us,1 L. |h3.
T
do1 01,1 h4,z
dy

(310)
hi.
hj
27|y, (311)
b .
hi,

Die 1. Ableitung des Geometrieansatzes ist konstant. Die 2. Ableitungen der Stiitzwerte nach der

y—Koordinate folgt wiederum iiber die Kettenregel.

d y? d 22

d2 v, v (dz 2
_ T

(312)

1. Zweite Ableitung der Stiitzwerte nach den normalisierten Koordinaten

d2 V;

= H' A,v,

d 22 e,z%

(313)

Die Interpolationspolynome aus (304) und (305) werden nochmals nach der normalisierten
Koordinate abgeleitet :

dz2

d2 hl(Z) )
dz2

thz =0

Z52,22 =0

hl,zz = 1.5z

ho.. = —0.5+ 15z
hg}zz = —1.5z
hi.. = 0.5+ 1.5z
hs.. = 05— 1.5z
he.. = —0.5— 1.5z
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2. Ableitung der normalisierten Koordinate nach der lokalen Koordinate

dz 2
F 316
dy L. (316)
Fiir die zweite Ableitung der Stiitzwerte nach der Koordinate y folgt :
d2 V; T 4 A
iy = H,_,, AeveL—g = H,,, ve (317)
- .y -
dy R
@ Ul’ll h{zz l;l{zz
dy? V2,11 4 |hj hl
= ’ - . )RZ . — LRz 1
cg_yv;, V311 Lg h;{,zz Aeve hg;’zz Ve (3 8)
d? 6, 01711 hizz ﬁz{zz
dy?
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8.2 Inkrementeller Verschiebungsansatz

Die inkrementellen Verschiebungen der Bestimmungsgleichungen aus 7.6 werden mit dem An-
satz (301) interpoliert. Fiir die Bestimmung des bekannten Dehnungszustandes der Momentan-
konfiguration C' werden die Interpolationsansitze (310) und (317) in die Gleichung (114) substi-
tuiert.
Fiir die Verschiebungsableitungen aus (114) folgt mit den Interpolationsansitzen :

N hT Ve

Vi — h] Ve

Die Quadrate der Verschiebungsableitungen werden durch die Quadrate der Skalarprodukte der
Interpolationsansitze ersetzt :

v, = (vlh.)(h! v.) i=1,2,3,4

8.2.1 Interpolation des Dehnungszustandes der Momentankonfiguration C

€Q = €u) T Y€ T Us€p) (319)
e hi. ve + 5 vi (b, h], +hy B )v,

€1 = |€2q)| = 0 (320)
€13(1) 0
€11(2) _vzflllﬁg—:zzve - VZBQ,ZZ

€2) = |€1202)| = 0 (321)
€13(2) Vzh4,z + %VZ(hB,zhgzz - h2,zh§zz)ve
€11(3) VeTﬁ4ﬁ§F,sze - VZﬁS,zz

€ = €12(3) - o (nglél,z + %Vg<fl3,zf1;zz o ﬁ?,zflg:zz)ve> (322)
€13(3) 0
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8.2.2 Interpolation der Dehnungsinkremente

Die Interpolationsvorschrift fiir die Dehnungsinkremente Ael(l.) folgt durch Substitution der An-
sdtze (310) und (317) in die Gleichungen (258) bis (260).

Die Dehnungsinkremente Ael(i) werden durch konstante und linear von den Anfangsverschie-
bungen abhéngige Interpolationspolynome interpoliert. Fiir die Entwicklung der algebraischen
Gleichungen werden die Interpolationspolynome der einzelnen Terme in den konstanten Vekto-
ren bgi( ) und den verschiebungsabhingigen Vektoren bfi( k) erfasst.

Ae{41(1) bg1(1) b:£1(1)

Aefg(l) or or

bgl(l) = h{z

b%l(l) = VZ(BQ,ZE£Z+B3,Zﬁ§z)

AE{41(2) bgl(2) bgl(Z)
Aely = |Aefyy| = o |+ | oF - Av, (324)
AE1L3(2) bgg(z) b:LFs(z)
bgl(2) = _flgzz
bzl(z) = _VZ (ﬁ4ﬁ§,z2 + ﬁ3,zzB4T)
bgs(z) = ﬁ4Tz
b€3(2) = %VZ(BQZZH?’:z + fl3zfl2Tzz - fl3zzﬁgz - B2zf13Tzz)
Ae1L1(3) bg1(3) b€1(3)
Aelyy = [Aelyy| = blo | + |Plag | [ - AVe (325)
Aef3(3) 0" o7
bgl(?)) = _ﬁg:,zz
b€1(3) = VeT (ﬁ4fl2Tzz + lezszT)
bgz(:&) = _fl;{,z
b%z(s) = _% Vz<f12,zzﬁ§,z + fls,zﬁ;zz - ﬁ?),zzﬁg,z - B2,zﬁg:,zz)
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Die Interpolationsmatrizen der nichtlinear vom Verschiebungsinkrement abhéngigen Dehnungs-
inkremente Ae?f) bestimmen sich analog zu (323) bis (325) aus den Gleichungen (261) bis (263).

Ae]1\1(1) bj]:/l(l)
Aely = [Aelyy| = o7 | - Av, (326)
Aefg(l) o”
b%l(l) = % AVZ<B2,ZB§,Z + BS,ZB?;,Z)
AEﬁ(z) b%uz)
AEfg(z) bJTvs(z)
b%1(2) = _AVeT(h4 3Tzz)
b%S(Q) = % AVZ<B3,ZB§,ZZ - ﬁ3,zzﬁgz)
AEi\i(a) bq]:/l(i&)
Aely = [Aelyy| = bl | - AVe (328)
Aei\é(g) or
bjh}l(3) = Avg<h4hg:zz)
b%2(3) = _% AVZ(HB,zB%:zz - ﬁ3,zzﬁ§z)
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Ebenfalls mit den Interpolationsansitzen (310) und (317) werden die Vektoren Ag;) aus der
Variation der nichtlinearen Dehnungsinkremente (282)-(287) bestimmt. Die Notation der Inter-

polationsmatrizen G(7) entspricht den eingefiihrten Regeln auf Seite 45.

Aga1)

Ag(zz)

AUQJ
AU371

Aby

_AUS,H_

_A"U?,,n_
Ab,

_AU2,11_

sz,n
A’U371

A"03711
A'UQJ

A’UQJ

_AU3,11_

Ab,

_AU2,11_

A712,11

Ab,
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G

G2

(329)

(330)

(331)

(332)

(333)

(334)

(335)

(336)

(337)



8.3 Systemgleichungen

Fiir die Formulierung der Systemgleichungen wird ein Systemvektor v, eingefiihrt. Er enthilt
alle globalen Stiitzwerte der Momentankonfiguration C. Fiir die Berechnung der inkrementellen
VerschiebungsgroBen der Momentankonfiguration C' wird der inkrementelle Stiitzvektor Av,
eingefiihrt.

8.3.1 Topologie

Der Zusammenhang zwischen Elementfreiwerten und Systemfreiwerten wird iiber Topologie-
matrizen R, hergestellt.

Ve = R. vV,

Av. = R, Av,

Aed = (B, +BL )R, A (538)
& = (B +Bg) Re Av,

Ag(i) = G(i) Re AVS

8.3.2 Systemsteifigkeit

Die Systemsteifigkeit wird mit den Gleichungen (275) und (276) durch Substitution der Ansitze
bestimmt. Fiir die Variation des inneren Kraftvektors ergibt sich damit :

Sy = 0(Av)T{) _R] Kr R} Av,
= §(Av)"{D R! (Ky +K¢) R} Av, (339)

= §5(Av)"{D) R!I' (Kc+Kp+Ke) R} Av,

Die tangentiale Steifigkeitsmatrix K setzt sich aus folgenden Teilsteifigkeiten zusammen :

Die materielle Steifigkeitsmatrix K, bildet die Kernsteifigkeit der inkrementellen Berechnung
der Laststufe m. Sie enthilt einen verschiebungsunabhidngigen Anteil K der linearen Theo-
rie und den verschiebungsabhidngigen Anteil K, der die Anfangsverschiebungen zu Beginn der
Laststufe m enthilt. Die materielle Steifigkeitsmatrix K, ist nichtlinear vom Verschiebungsin-
krement der Laststufe abhingig. Die geometrische Steifigkeitsmatrix K beinhaltet den Span-
nungsanteil der inkrementellen Steifigkeit infolge der Anderungen in der Geometrie.
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Die Steifigkeitmatrizen K- und K werden aus Gleichung (275) mit den Ansitzen (323) bis

(328) bestimmt.

Ko = f bCl(l) b:g1 FAdL, —+ f b01(2) b EIg dL. +
J1. Pose Plaey GIsdLe + [} bey bc1(3) ElydLe + (340)
f bc2 (3) bcz GlydL,

Kp = [, bouybrg PAdLe + [, beygybryo) FAdL. +
Jo. briy bl EAdLe + [} bpioy bl o ElzdLe +
fLe b01(2) b€1(2) ElsdL. + fLe bL1(2) b£1(2) ElydL. +
fLe bL3(2) b:£3(2) GlydL. + fLE bc3(2) b€3(2) GIydL. +
fLe bL3(2 b(TJs GlzdL. + fLe bL1(3) b€1(3) ElydLe +
f bC1 b€1 ElLydL., + fLe bLl( bgl ElL,dL, +
Jo. Prog Proe GladLe  + [ Degs blon GLdLe + (341)
[y Bro bl GLdL,  +
/] bc1(1) bl EAdL. + [, by by FAdL. +
Ji. Porey b ElsdLe + [, brioybrie Bl dLe +
Jo. Pesa Phs@ GlsdLe + [} bryp blgo GlzdLe +
Jo. b P ElodLe + [} bpig by ElodLe +
J1. Poagy blay GladLe + [, Do blom GladLe

Die Gleichungen (333) bis (337) substituiert in (282) bis (287) ergeben die geometrische Steifig-
keitsmatrix :

KG = fLe G(ji) G(I)A 511(1) dLe f G?Q) G Ig 511 (2) dLe +
fLE Ggl) G'(21)13 S13(2) dLe  — fL (22 22 I3 5132 dLe  + (342)
fLe G%;,)) G(3)[2 811(3) dLe — fLe G%;l G (21) IQ 812 dLe +

fLe G?w) G(22)I2 S12(3) dLe
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Analog zum inneren Kraftvektor bestimmt sich der duflere Kraftvektor durch Substitution der

Ansitze :

0 feary = 0(Av)" {Ar+> RI(Aqr) + > Rl (Aq, + Aqy)}

Die Terme aus (343) einzeln betrachtet, berechnen sich nach folgenden Vorschriften :

Aq, = [ H.Aq AdL
Le

Aqr - [I:Ie AQT A]R

Aqu = [I:Ie AQTO A]R

Der Korrekturvektor Ar setzt sich wie folgt zusammen :

Ar = Y Rl(@ &)+ Y Rl (& + )}

Die Terme aus (347) einzeln betrachtet, berechnen sich nach folgenden Vorschriften :

(AlL - I:Ie qrL AdL
Le

éb" - [He dr A}R

~

4o = [He qdro A]R

G = fLe (b{f(1) + bl1(1)) A sia) dle  + fLe (bi(z) + bll(z)) I3 51109y dLe +
fLe(bg(?,) + bl2(3)) LysiygdLle + [} (b + bl1(3)) Iy s113ydLe +

fLe(b§(2) + bé(2)) I3 513() dLe

(343)

(344)

(345)

(346)

(347)

(348)

(349)

(350)

(351)

Mit Abschluf3 der algebraischen Formulierungen der Elementmatrizen und der Elementvekto-
ren, werden die n inkrementellen Systemgleichungen durch die Systemtopologie und n-fache

Variation des System-Stiitzvektors bestimmt.
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K, Av, = Adq, + Adqos

Ke + Kp+ Kg
Aqr
Aqr + Aqu + AI‘
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9 Transformation lokal-global

9.1 Globales und lokales Koordinatensystem

Die Formulierung der Elementmatrizen und Elementvektoren erfolgt im lokalen Koordinaten-
system der Elemente. Fiir die Formulierung der Systemgleichungen wird eine beliebige Lage
der Elemente im Euklidischen Raum R? durch eine entsprechende Koordinatentransformation
zwischen lokalem und globalem Koordinatensystem berticksichtigt.

Bild 8: Globales und lokales Koordinatensystem

Die Einheitsvektoren iy, iy, i3 bilden eine globale ortsfeste Basis fiir den Vektorraum R3. Die
Lage eines beliebiegen Punktes @ im R® wird durch seinen Ortsvektor x ) festgelegt. Der Orts-
vektor X () ist eine Linearkombination der Basisvektoren mit den Koordinaten von () :

XQ) = Ilil + CL’Qig + ZL’313 (353)

Die Beschreibung deselben Punktes () in einem lokalen kartesischen Koordinatensystem (1, ¥, ¥/3)
mit Basisvektoren ey, €3, €3 und Ursprung V" erfolgt durch den Vektor y () in analoger Weise.

Y@ = y1€1 + y2€2 + yses (354)

Der Zusammenhang zwischen x ) und y ) wird durch die Transformation (355) zwischen dem
lokalen und dem globalen Koordinatensystem hergestellt.

X = *v + Ry (355)

xy  Ortsvektor zum Ursprung V' des lokalen Koordinatensystem (y1, ¥, ¥3)
R Rotationsmatrix (3 x 3)
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9.2 Transformation der ZustandsgrofSen

Die Transformation der Zustandsgréflen vom lokalen Elementkoordinatensystem (1, 92, y3) in
das globale kartesische Koordinatensystem (1, x5, x3) erfolgt komponentenweise. Mit den Trans-
formationsvorschriften fiir Tensoren 1. Stufe lautet die Transformation der Verschiebungen

u=QqQly (356)

u  Vektor der Stiitzwerte der Verschiebung im globalen Koordinatensystem
v Vektor der Stiitzwerte der Verschiebung im lokalen Koordinatensystem
Q Transformationsmatrix mit QQ” =1

Mit der Transformationsvorschrift fiir symmetrische Tensoren 2. Stufe werden die Dehnun-
gen nach Green-Lagrange, die 2. Piola-Kirchoff-Spannungen und die Elementsteifigkeitsmatrix
transformiert.

E, = QTEyQ
S, = Q7Ss,Q (357)
K:Jc = QTKyQ

Die Transformationsmatrix Q ist nur auf der Hauptdiagonalen mit (3 x 3) Matrizen C belegt.
Die Matrix C enthilt zeilenweise die normierten Basisvektoren eq, e,, e3 des lokalen Koordi-
antensystems (¥, 92, ¥3) im R3. Die drei Drehfreiheitsgrade pro Knoten werden analog zu den
Verschiebungsfreiheitsgraden durch die Matrix C transformiert.

C o 0 er{
Qi2x12 = C Csy3 = el
0 C e

9.3 Bestimmung der Transformationsmatrix

Die Lage und die Orientierung jedes Stabelements im R? wird durch die globalen Koordinaten
seines Anfangsknoten A und Endknotens F spezifiziert. Die globalen Koordinaten von Knoten ¢
sind im Vektor x; gespeichert.

X; = {xliainaxi’)i}T (358)

Das lokale Elementkoordinatensystem wird so eingefiihrt, daf} die Stabachse mit der y;-Achse
zusammenfillt. Durch die bekannten Koordinaten der Elementknoten A und F ist somit die
Orientierung der Stabachse im Raum festgelegt. Der entsprechende Basisvektor e; berechnet
sich mit (359).

€] =Xp — X4y (359)

64



€2

- 7 ﬂ/‘_/,._«:‘:/"/, ,,,,,

7207

Bild 9: Orientierung eines Elementes im R3

Zur Berechung der Basisvektoren e, und es ist ein Hilfsknoten H erforderlich, der mit den
Knoten A und E eine Fliche definiert. Der Hilfsknoten H wird so eingefiihrt, daB er in der
11 —y2-Ebene liegt. Mit y 47 berechnen sich die Basisvektoren e; und e iiber das Kreuzprodukt.

e3=e X (Xg —Xa) (360)

€y = €3 X €e; (361)
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